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Resumo

Nesta tese consideramos a nao unicidade para uma classe de operadores parabdlicos. Mos-
traremos que para certa perturbacao real analitica do Operador de Calor existe uma solucao

nao unica para o Problema de Valor Inicial.

Palavras-chave: Teorema de nao unicidade, Operador parabdlico, Operador do

Calor, Problema de Valor Inicial, Equagao de fase, Funcao de fase.



Abstract

In this thesis we consider the non-uniqueness for a class of parabolic operators. We will
prove that for certain real analytic perturbation of the Heat Operator there is a non unique

solution for the Initial Value Problem.

Keywords: Non-uniqueness Theorem, Parabolic Operator, Heat Operator, Initial

Value Problem, Phase Equation, Phase Function.
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LISTA DE SIMBOLOS

) = subconjunto nao vazio aberto de um espaco euclideano R";

C*(Q) ={u:Q — C: u é infinitamente diferencidvel};

S(u)={x € Q: u(x)#0}

a = (ag,q,...,q,), a; € N para todoi € {1,2,...,n};
la| =a1 +ag+ -+ ay;

D" = (i)l o,

Y ={reR": z-N°=0} hiperplano;

Yr={z€R": z-N°>0} semiplano;

I ={(B1, B2y -, Bm) ENT 215 + 209 + -+ - +mfB,, = m};
X;={s=n+it:neR};

X,p={s=n+ir:nel|-L, L}

7y(9) = | 9t/ (r)ds

to
H=D2 +D2 4+ D> +iDy
2 2 2 ..
Q= Az, t)(D;, + Dy, +---+ D3 ) +iDy;
P=D2 +D2 +---+ D +il\(z,t)Dy;
u representa a transformada de Fourier de u;

z € C,R(2) representa a parte real de ze (z) representa a parte imaginaria de z.

viil



Introducao

Seja F'(t,z) = F(t,z0,...,2n) de classe C' e
F(t, ult), o/(0),...., u™(£)) = 0. 1)

Se U(t) = (u(t), ' (t),...,u™(t)), considere F(ty,U(ty)) = 0, Uy = Ul(ty). Dizemos que a
equagao diferencial ordindria (1) é do tipo principal em (¢y, Up) se 9., F(to, Uy) # 0, neste caso,

o Teorema da func¢ao implicita nos diz que (1) pode ser escrita como
u™(t) = Fy(t, u(t), .., u™ D)), (2)
O problema de valor inicial se escreve como (2) sujeito & condi¢ao inicial

(u(to), W' (to), ..., u™ V(te)) = (co, €1, - - -, Cmor)-

Tal problema tem solucao e é tnica.
Em equacgoes diferenciais parciais lineares para estender tal resultado supde-se que t = t

seja uma variavel distinguida e

P(t, z, Dy, D,) = 0. (3)

Seja m igual a ordem de P; diz-se que {t = ty} é nao caracteristica para P se seu simbolo
principal py,(to, g, 7, 0) # 0, quando 7 # 0. O problema de Cauchy associado a (3) com
valor inicial & u(ty, z) = fi(x), para j < m —1, estende o problema de valor inicial de equacoes
diferenciais ordinarias. Tal problema, com respeito a unicidade e existéncia tem sido largamente
estudado (ver [6, 11, 13]). Para o problema de valor inicial muitas equagoes diferenciais parciais

sao caracteristicas com respeito a uma hipersuperficie.
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X SUMARIO

Em 1955 Lars Hormander, ver [4], estudo a nao-unicidade do problema de valor inicial no

caso caracteristico, linear, com coeficientes constantes. Mais precisamente

Teorema 0.0.1 Se o hiperplano ¥ = {x € R": x- N° =0} € carateristico com respeito ao
operador P = Z ao,D®, entao existe uma solu¢ao u da equacdao

laf<m

Pu=0 (4)

tal que u € C*(R") eu=0 em T, onde X" = {z € R" : - N > 0}, mas 0 € S(u).

Isto inclui o operador do calor H = D2 + D2 +---+ D2 +iDj.

Nosso objetivo é estender o Teorema 0.0.1 para a familia de operadores parabdlicos P e ()
definidos por P = D2 + D2 +---+ D2 +i\(t)D;, Q = A(t)(D2 + D2, +---+ D2 ) +iDy,
e originados pelo operador do calor.

No caso em que A é uma funcao real analitica que nao se anula a nao unicidade garante que

o operador nao é hipoanalitico.

O texto esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, revisamos alguns conceitos basicos
e defini¢oes, como por exemplo, o Teorema 0.0.1 de nao unicidade devido a Lars Hérmander.
No Capitulo 2, apresentamos a familia de operadores parabdlicos P e @), e as equagoes de fase
associadas a tais operadores, bem como determinamos algumas solucoes exatas para as equagoes
de fase. No Capitulo 3, usando as solugoes das equagoes de fase obtidas no Capitulo 2, obtemos

extensoes do Teorema de nao unicidade de Hormander.



CAPITULO

Teorema de nao unicidade de Hormander

Neste Capitulo, apresentamos um Teorema de nao unicidade devido a Lars Hormander, que
é um elemento essencial para nosso trabalho. A notagao e resultados basicos aqui utilizados
podem ser encontrados em [1], [6] e [7].

Um operador diferencial parcial linear P de ordem m € N em um conjunto aberto {2 C R”

¢ uma aplicagao linear

P:C¥Q) — C®(Q)

u = Pu

com Pu = Z aoD%u, onde D* = (—i)l?l9* e a, € C®(Q2), |a] < m. Definimos seu
la|<m
simbolo por

p(x,8) = ) an(x)E", v €Q, £ R,

la<m

e seu simbolo principal por

Pnl(@.) = D aa(x)", z€Q, £ R

laf=m

Uma hipersuperficie 3 de R™ de classe C* (1 < k < 0o) é um subconjunto de R™ tal que para

todo 7y € ¥ existe um conjunto aberto V' C R" com zy € V e existe uma funcao 6 € C*(V)

9



10 CAPITULO 1. TEOREMA DE NAO UNICIDADE DE HORMANDER

com XNV ={z €V : 0x) =0} e VO(x) # 0, para todo x € ¥ N V. Dizemos que ¥ é

caracteristica com respeito ao operador P se p,,(z,VO(z)) =0,Vx e ENV.

Lema 1.0.1 (Puiseux) Seja P(7,&) = Cp(E)7™ + Cro 1 () 7™ 1 + ...+ Co(€) um polinémio na
varidvel (1,€) € C? comm > 1 e Cy,(€) # 0, entdo

m

P(1,6) = Cu(©) [ (r = 7(6))

J=1

onde cada T;, para algum inteiro positivo p, € uma funcao analitica de VP quando 0 < €] <6,

sem singularidade essencial em £Y/P =0, ou seja,

para algum N € Z.

O Teorema a seguir é devido a Lars Hormander, ver Teorema 5.2.2 de [6]. Reproduziremos a
demonstracao por se tratar de um elemento essencial para nosso trabalho.
Teorema 1.0.1 Sejam P = Z ao D um operador diferencial linear com coeficientes constan-

la<m

tes, N°£0eX ={x € R": z-N°=0} um hiperplano carateristico com respeito ao operador

P. Entao, existe uma solucao u da equacgao
Pu =20 (1.1)

tal que u € C®(R") eu =0 em X, onde ¥ = {:U eR":2-N°> O}, mas a origem pertence
aS(u).

Demonstragao. Fazendo a descomposi¢ao do simbolo do operador P em termos homogéneos,
ou seja,

m

p(&) = ij(f), com p;(&) = Z an&®, para todo j € {0,1,...,m}. (1.2)

J=0 loo|=7
Sejam s € C com |s| ¢ suficientemente grande e £° € R"™ um vetor fixo nao caracteristico

com respeito ao operador P. Agora procuraremos uma solugao da equagao

p(sN? +t£%) = 0. (1.3)
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Fazendo a mudanca de varidveis t = sw e por (1.3), segue que

(1/5)™po(N? + we®) + (1/8)" 1 pr(N® 4+ we®) + - -+ + p(N® 4+ we®) = 0. (1.4)
Tomando 1 = 1/s, segue que
1" po(N® + w€) + 7" I pr(N° +w®) + -+ 4 po(N” +wE) = co(n) + cr(w + -+ + e ()™,

onde ¢o(n) = n"po(N°) + ™ 1pi(NO) + -+ - + p(N°) e (1) = pm(£°). Como c,,(n) # 0, pelo

Lema de Puiseux obtém-se que
co(n) + cimw + -+ + e (n)w () [ J(w —w;(n (1.5)
j=1

onde cada wj, para algum inteiro positivo p, é uma funcao analitica de n'/? quando 0 < || < 4,

sem singularidade essencial em n'/? = 0, ou seja,
(o]
1/p
=2
Jj=N

para algum N € Z. Se (w,n) = (0,0) em (1.5), entdo existe jo € {1,2,...,n} tal que wj, é

uma solugao da equacao (1.4) com w;,(0) = 0. Consideremos a funcao auxiliar

oo
- o
—gajz,

j=1

com f(n'/?) = w;,(n). Como f é analitica no conjunto {z € C: |z| < §,}, com &, = (§/2)/7, e

f(0) = 0. Pelo Lema de Schwarz, segue que
1f(2)] < Clz], se |z]| <& (1.6)

onde C' = max{|f(z)|: |z| < 01}/61.

Como t(s) = swj,(1/s), segue que t é solucao de (1.3) e

[t(s)] < Cls|'7Y7, se |s| > (2M)?, (1.7)
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com 2M = (§/2)~1/?. Escolhendo p tal que p € (1 - Zlo, 1) e 7> (2M)?, defina a fungao u por

u(z) = / (TN OH(5)E) =(=is)? (1.8)

T

com X, = {s=n-+ir: n € R}, onde (—is)” é real e positivo quando s estd no eixo imagindrio
positivo e fixamos um ramo da poténcia s'/? no semiplano superior. Seja A C R™ um conjunto

limitado, x € A, s € X, e pela estimativa (1.7) segue que

R (iz.(sN° +1(s)€") = (=is)") = R (iz.((n+m)N° +1(s)¢°) = (—is)")
= R (z’n:z:.NO — 7. N+ t(S)SU-'fO - (_is)p)
e N4 R (1(5)2 &%) — |sleos (L)

< —ra N0+ Clalesf'? — [speos(ZL)

IN

< —7z.N°+ CCO|§0H3]1_% - ]s]%os(%), (1.9)

onde Cj é o raio de uma bola com centro no origem que contém o conjunto A. Se s € X, é tal

2CC|€°

T
que || > L com L = | ——>— "7 ecomo1— 1< p<1, tem-se
cos(%f) P

1
COO|§O||S|1_%_p < 5¢08 (%p) . (1.10)
Por (1.9) e (1.10), tem-se que

R (i (sN° + 1(s)€") = (=is)") < —7a.N" + CCole||s|'» — |s|‘eos (7))
_ 0 p 0 1—%—,0 . 7T_P
= —71x.N" +|s] (C’C’O|§ ||| cos( 5 ))
< —712.N°— s, (1.11)

onde C = cos(mp/2)/2. Considere o conjunto X, = {s=n+ir: n e [-L, L]}, por (1.11),

tem-se a seguinte estimativa para a fungao u

u(z)] =

/ eiac.(sN0+t(s)§0)6—(—is)’)d8 + / ei:v.(sNO—i—t(s)fO)6—(—is)”d8
XrL XA\Xr L

IN

/ eéR(ix.(sNOth(s){O)f(fis)”) ds+/ eﬁ(ix.(5N0+t(s)§0)f(fis)p) ds
XT,L XT\XT,L
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< MMﬁW$M“@@*””NuXL—{/ e NG g
o XT\XT,L

< 2L[| RN i) e / e~ gs. (1.12)
’ XT\XT,L

Dai, a integral em (1.8) é convergente. Agora considere a integral da fungao analitica U(s) =
exp (izo(sN? + t(s)€°%) — (—is)?) no contorno do retangulo R de vértices —L + iy, L + i,
L+ i1y e —L + i1y. Pelo Teorema de Cauchy-Goursat, segue que

U(s)ds = 0. (1.13)

Dali,

L To —L 1
/ U(n+iﬁ)dn+i/ U(L+z’r)d7+/ U(n+irg)dn+i/ U(=L + ir)dr = 0. (1.14)
—L 1 L T2

Quando L — oo a segunda e quarta integrais do primeiro membro de (1.14) tendem para zero
pela estimativa (1.11). Logo, temos que f_LL U+ in)dn = — fj.:L U(n + im2)dn, equivalente-

mente

/X U(s)ds = /X U(s)ds. (1.15)

T1,L T9,L

Fazendo L — oo em (1.15), segue que
/ U(s)ds = / U(s)ds.
X, Xry

Portanto, a integral (1.8) é independente de 7. Sejam s € X, z € A, a € N". Segue que

‘Dsz [N OO | < (),

onde
1D exp (i - (sN° + H(5)€) — (=i5)") looxrs 5 € Xt

G(S) = p—1
Ca (Isl?|NOp 4 Cofs| (520 ) 2000 s € X\ X,

com C, > 0. Como G € L'(X,) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 2.24 em

2], temos que

Du(z)= [ D° [eiw-<sN0+t<s>é>—<—is>"] ds. (1.16)
X,
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Assim u € C*(R"). Das equagoes (1.4) e (1.16), obtemos
P(D)u(z) = / P(SNO + t(s5)£0) e N+ o= (=390 g — ), (1.17)

Como a integral que define a funcao u é absolutamente convergente, pelas estimativas (1.9),

1.11) e pelo fato que s = n + i7, segue que
n

|U,(ZL’>| < / @%(ix'(SNOH(S)fO)*(*’L'S)p) d8+/ eﬁ?(im.(sNO+t(s)§0)7(7is)/’) ds
XTL XT\XTL

< / e TE- N0+CCO|§0||3| p |s \Pcos(Tp) ds + / e—Tr.NO_C1|s\p ds
B XT\XTL
_ TxNO/ oCC0lE0 m+ir | g e 2CintiTlP g 4 e —Ta.N° / e~ Crintitl® gy,
[ LvL R\[_Lvl’}
-1
< —TJ:NO/ CCO|§O||7]+ZT\ —201|7]\pd77 + G—Tx.NO/ 6—01|7]|”d77
a [~L,L] R\[-L,L]
— TxNO/ CCOCQKO (In|2+72) 2 ; 7201|77| d77 +oe —72.NO / efcl\n\Pdn
R\[_L7L]
p—1 p—1
< e—Tx.NO/ 600002‘50‘(“77\2) W (r%) W )e—201|77pd77—|—€_Tx.N0/ 6_01|77|pd77
B (—L,L] R\[—L,L]
-1
_ NG T / (CCoCs [ n| P —201|’7“’dn+e S / e~ .
[(-L,L] R\[-L,L]
Assim,
—1 —1
lu(x)] < e TN HCCCIEN T / (COCRIE I T —2Cal gy | e N / e=Cilnle gy
[-L,L] R\[-L,L]
(1.18)

tomando 7 — oo em (1.18), concluimos que
u(r) =0, se ze€Xt. (1.19)

Defina a funcao auxiliar v por
v(t) = / e~ (019 s, (1.20)

Se z-&° =0, entao

u(z) = v(z - NY). (1.21)

Pelas equagoes (1.8) e (1.21), deduzimos que v(t) = 0 no intervalo (0, c0). Logo, multiplicando
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a equagao (1.20) pela fun¢do 5-¢'™ e fazendo a mudanca de varidvel ¢ = s+ Z, tem-se

1 1 o ,
—U(t)etT _ = 6zt(s+7>€f(fzs)pd8
2m 2 Jx.
1 [t o
= — et~ ()" do. (1.22)
2 J_

Pela equagao (1.22) e pela Férmula de Inversao de Fourier, obtém-se

Pela Identidade de Parseval, temos que

ool L2 1 [t/ AN S P
/OO %U(t)€t dt = % . ‘ <%U(t)€t ) (0') dO' = % . ‘6 ( 1) | dO'.
Dai,
1 0 “+o00o "
o | loe e = / e (+9)"Pdo, (1.23)
T J - —00

Pelo fato que | (74 2)”| < (7 +|0|)? < 77 + |o|” e pela equacdo (1.23), segue que

1 ° tr|2 e —<T+E,>p 2
3| lotear /_Oo ) o
+oo
> / e " do
_ -2 /+OO —2lol” 4
= e e o. (1.24)

Finalmente, provaremos que v é nao nula em qualquer vizinhanca do origem. De fato, se v =0

no intervalo (—¢,0) para algum € > 0, pela estimativa (1.24), segue que

—27P e —2|o|? 1 - tr |2
e e do < lo(t)e'™| dt

2r ) o

1 - —e7 |2
< e {v(t)e ‘dt

67257' —€

= O(e™*7), quando 7 — oo.
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Dai, segue que

+o00
_9rp _ p —_
e %" / e 2"do = O(e™*7), quando T — oo.
—0o0
o que é um absurdo pois,

—_9rP [+oO _ P
e 27 f e 2|o| do
—00

6—267'

+00
= eQ(ETTp)/ e 4o — 00, quando T — .
—0oQ

Assim 0 € S(v), e, portanto, 0 € S(u). a

Observagao 1.0.1 O Teorema anterior inclui como caso particular ao operador do calor H =
Di+D2+---+D2+iD, . Neste caso, o simbolo de H ¢ h(§) = &2+ - -+E2+i&,41 € 0 simbolo
principal é dado por ho(€) = &2+ -+&2. Um vetor caracteristico é dado por N° = (0,...,0,¢),
com ¢ # 0 e um vetor nao caracteristico £ = (ay, ..., a,,b) verifica a3 + -+ + a2 # 0. Logo, a

equacio h(sN° + t(s)€°%) = 0 € equivalente a
2,2 2,2 , _
ajt®(s) 4+ -+ a,t(s) +i(bt(s) +¢s) =0
Dai, temos que
bt(s) + cs = i(a3t?(s) + - - + at*(s)). (1.25)

Pela equagio (1.8), seque que

u(z) = / e ®@s) (s,
¢ solugao da equagio Hu =0, u € C*(R"™), u=0em 3T e0 € S(u). A fungio ® é chamada
de funcao de fase e é dada por

O(z,8) =z - (sN° + t(5)£%) + i(—is)’. (1.26)

Por (1.25) e (1.26), temos que

O(x,s) = i(—is)’ +i »_ alt*(s)w + Z a;t(s)z;. (1.27)

J=1

Em obras bdsicas tais como Folland [1] e John [8] resultados de unicidade e nao unicidade sao

obtidos, ver Teoremal.34b, a solucao de Tychonoff (1.19) no Capitulo 7 em [8] e Teoremai.}

em [1].



CAPITULO

Solucoes para as equacoes de fase

Neste Capitulo apresentaremos as equacoes de fase associadas aos operadores P e (), em
seguida obtemos solugoes exatas para as ditas equacoes. Na secao 2.1 consideramos o caso em
que A é uma funcao polinomial em x de grau kg e a seguir procuraremos por solugoes ¢ e ¥
polinomiais em = . Na secao 2.2 estudamos o caso quando A é uma fun¢ao multiplicativamente
separavel e para este caso obtemos solu¢oes multiplicativamente separdveis. As solugoes deter-
minadas neste Capitulo servem para obter nao unicidade e espera-se que sirvam também para

construir solugoes singulares (no caso parabdlico solu¢oes nao analiticas).

Considere os operadores

D +D? +..+ D2 +il(x,t)Dy, (2.1)

= Az, t)(D2, + D2 + ...+ D2 )+iDy, (2.2)
onde z = (a1, 22, ...,x,) € R" e A € C(R"). Se

u(z,t) = i ®@t)

U(:C,t) — ei\IJ(a:,t)

sao solugoes de P(u) = 0 e Q(v) = 0 respectivamente, entao as fun¢oes ® e ¥ devem verificar

17



18 CAPITULO 2. SOLUCOES PARA AS EQUACOES DE FASE

as seguintes equacoes diferenciais parciais

n

A®(z,t) +i Y (0n,0(x,1))” — Az, )0,P(x,t) = 0, (2.3)
Az, 1) AW (2, t) 4 iA(z, t) zn:(amjxp(x, )2 — 9,U(z,t) = 0. (2.4)

As equagoes (2.3) e (2.4) sao chamadas as equagoes de fase associadas aos operadores P e @,

respectivamente. ® e ¥ sao as fungoes de fase correspondentes.

2.1 Solucoes polinomiais

Nesta segdo procuraremos solugoes polinomiais em x para as equagoes de fase (2.3) e (2.4),
quando A é uma funcao polinomial em x de grau kg, kg > 0. Uma funcao nas variaveis x e t é

dita polinomial em z se tem a seguinte representacao:

flat) =Y aa(t)z” (2.5)

o] <ko
com a, # 0, para algum « tal que |a| = ko, ko é chamado o grau de f em x e as fungoes a, sao
chamadas de funcoes coeficientes de f.

Para cada funcao real f de classe C*°(R) que nao se anule, consideramos o operador linear

Ty C°(R) — C=(R)

g = Ty(9) (2.6)

dado por T¥(g) = ft'; g(r)/f(r)dr. Tal classe de operadores serd utilizado na construcao das

funcoes fase.

2.1.1 Solugoes polinomiais para (2.3)

Primeiramente consideramos a equagao (2.3) com A uma funcdo polinomial em = de grau k.

Digamos,

Az, t) = D Aalt)2®,

|| <ko
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com )\, uma fungao real analitica. Vamos estudar solugoes polinomiais em z de grau k; para

a equagao de fase (2.3), com uma condi¢ao de anulamento nos termos mistos de maior ordem,

ou seja,
O(z,t) = Y an(t)x”,
lal<k1
tal que
ao =0, se a # ky ej, para todo j € {1,2,...,n}. (2.7)

Lema 2.1.1 Seja A como acima e ® uma solug¢ao polinomial em x de (2.3) verificando (2.7).

Entao o grau de ® é no mazrimo ko + 2.

Demonstragao. Suponhamos que o grau de ® ¢é igual ky e ky > kg + 2, ou seja,

O(x,t) = Z ao(t)z®, com ki > ko + 2.

|| <k1

Fazendo a descomposicao de ® em termos homogéneos

com

Q;(x,t) = Z a,(t)z®, paratodo j € {1,2,....,n},

|al=5
como & é solugao de (2.3), segue que o termo de maior ordem na dita equagao é
i Z(a:vjq)kl (ZL‘, t>>27
j=1
pois ko + k1 > 2k; — 2, implica 2kg + 2 > ky. Pela condigao (2.7), temos que
Oy, (2,8) = Y a;(t)al,

J=1

onde a; = a,, com «a = kye; para todo j € {1,2,...,n}. Dal,

ZZ(? Dy, (x,1)) —zkzza kl 2
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Pela igualdade de polinomios na equagao (2.3), obtemos que a; = 0, para todo j € {1,2,...,n},
entdo a, = 0, quando |a| = k; o que é um absurdo, pois k; é o grau de . Portanto, o grau de

® ¢ no maximo kg + 2. O

Assumindo o Lema 2.1.1 apresentaremos um método para construir funcoes de fase. Como

® é uma funcao de fase para a equacao (2.3), obtemos o sistema de edo’s a seguir:

(2a5(t) +ial(t) — No(t)ay(t) = 0, (2°)
Gas(t) + diag(t)ar(t) — No(t)ay(t) — A (t)ag(t) = 0, (x1)
12a4(t) + 4ia3(t) + 6ias(t)ay (t) — Z \j(t)dy_;(t) = 0, (22)
30as(t) + Sias(t)ar () + 12ias(t)as(t) — Y A;(t)ay_,;(t) =0, (3)

(204 3)(2L + 2azs(t) +i Y > jsag(tas(t) = Y N(tah () =0, (a*F)
Jj=1,s#j, j+s=21+3 Jj=0
onde l € Ne 2l +1 < ky,

ko+1
(20 + 2) (21 + V)ag2(t) +i(l + 1)%af, (¢ Z Z Jsa;(t)as(t
J=1,8#], j+s=21+2
—Z)\ Jay,_;(t) =0, coml €N e 2l <k, (z?)
(Ko +2) (Ko + 1)iany 2 (t)aky 11 () = Arg—1 ()@l 12 () = Ao ()11 () = 0, CaD
( (o + 2)%ia, 5(t) — Mg (), 15(t) =0, (z?ho?)
O sistema formado pelas equagoes (zF1), (zFot2) . (22*2) § desacoplado no sentido que

podemos obter a funcio ay, o da equagao (z%°072); logo resolvemos a equagao (z20*!) e deter-
minamos o coeficiente ay,1; podemos repetir o argumento até obter a; da equacgao (z**1!). Por
outro lado, o coeficiente ay é determinada pela equacao (z°), pois a; e as sao conhecidos. Final-
mente ao substituir as fungdes coeficientes ag, ay, ..., ag,+2 nas equagoes (z1), (z2), ..., (x*)

obtemos um sistema de ky equacoes; as ditas equagcoes serao chamadas de equacoes de compa-
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tibilidade. O sistema (z*o*1) ... (2%%0+2) serd entao

(Fy(ay(to), .- - argra(to) st Ao(t)s -+ o, Mg (£)) = 0,
Fa(ar(to), - - - argsato)s t. Ao(t), - - Ao (1)) = 0,

\Fko(al(t()), e ,ak0+2(t0),t,)\0(t), R 7)‘ko(t)) = 0

que deve ser satisfeito com as escolhas corretas dos dados iniciais a;(fy). Com o objetivo exibir
os detalhes do método tomaremos ky = 0 para n qualquer e kg € {1,2} paran = 1.

Caso 1: Para o caso que o grau de A é 0, pelo Lema 2.1.1, segue que a funcao de fase  tem
grau no maximo 2. Agora vamos introduzir a notacao a; = a,, quando a = €j, € a;; = aq, se

a = 2ej, para j € {1,2,...,n}. Dai, os termos homogéneos de ® podem ser escritos como:
Do (z,t) = ap(t), Zaj Jz; e Doz, t) = Za”

A seguir apresentamos a forma explicita de tais fungoes de fase

Lema 2.1.2 Sejam A(x,t) = \o(t), com Ao(t) # 0 para todo t € R e & uma solugdo polinomial

em z da equagao de fase (2.3). Entdo as fungoes coeficientes de ® sao determinadas por:

Q. l(to) )
() = 2 €{1,2,..,

aj(t) = aj(to)exp[4iTy(aj )], 7€ {1,2,...,n}

ap(t) = ao(to)+QZTA0(%J‘)+¢ZTAO(G3)

com ag(to), a;(to), a;;(to) € C e supomos que 1/(4ia;;(to)) &€ Im(Tx, (1)), que serd o caso se
R(aj;(to)) #0; para j € {1,2,...,n}. Aqui Ty, é dado por (2.6).

Demonstragao. Como ¢ é solugao polinomial em z da equagao de fase (2.3), segue que

0 = qu)(:c,t)+z’i(8xj¢>(x,t))2—)\O(t)c’?tcb(:c,t)

j=1

= QZ%’J +7,Za t)ag(t)
j=1
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M:

+ (42&]@(25)@]6716(75) — )\o(t)a;C(t)) T

k=1

3l

+ (4iaivk(t) — )\o(t)a§§7k(t)) 3.

b
Il

Dai, temos o seguinte sistema de edo’s:

2 Z a;;(t) +i A al(t) — Xo(t)ap(t) = 0, (2.8)
diag(t)agi(t) — Mo(t)al(t) = 0, k € {1,2,...,n}, (2.9)
| 4iag () — Mo(D)aj (1) =0, k€ {1,2,...,n}. (2.10)

A funcao ag é determinada por (2.8); logo, nos restringiremos a (2.9) e (2.10). Por (2.10) temos
( 1 )/ Y
a;@k(t) /\O(t) '

1 1 b
ari(t)  arr(to) to Ao(T)

que

Dai, segue que

Portanto,
_ ayk(to)
1— 4iak,k (to)T/\o (1) ’

ak7k(t) (211)

Como R(agk(to)) # 0, entdao a funcdo ax dada por (2.31) é bem definida em R, para todo
k€ {1,2,...,n}. Pela equagao (2.9), tem-se que

a;(t) . 4zak7k(t)

ar(t) Ao(t)

Portanto,

ak(t) = ak(to)ea:p [4iTA0 (akyk)] s (212)
é bem definida em R, para todo k € {1,2,...,n}. Consequentemente,
ao(t) = ao(to) +2 ) Th,(aj;) +i Y T(al). (2.13)
j=1 j=1
(I

Observacao 2.1.1 Tendo em wvista (2.11), se ayi(ty) = 0 para todo k € {1,2,...,n}, obtemos
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que a, = 0, para todo k € {1,2,...,n}. Neste caso, seque que ay(t) = ax(to), para todo t € R,

para todo k € {1,2,...,n}. Consequentemente, temos

n

ao(t) = ag(to) +1 Y _ a3(to)Tx,(1).

J=1

Portanto,

O(x,t) = ag(to) +i Y _ al(to)Th, (1) + Z a;(to)x;, (2.14)

j=1

¢ solugdao da equagao de fase (2.3). Recuperando portanto o caso Ao(t) =1 em (1.27).

Caso 2: Se a funcao A é afim em x, ou seja,
Az, t) = No(t) + M\ (t)z,
com Ay e A\; nao nulas, verificando
E(cy,c9,c3,t, Mo(t), M1(t)) =0,

onde a equagao acima, para algum (cy, ¢z, c3) € C3, seré explicitada na demonstracio do Lema

2.1.3, obtemos que

Lema 2.1.3 Seja A como acima e ® uma solugao polinomial em x da equagao de fase (2.3).

Entao as funcgoes coeficientes de ® sao determinadas por:

ag(t) =

B [P a3 (r)\o(r) , ,
as(t) = {9@/ TR0 exp|—12iTy, (a3)|dr + ag(to)} exp[12iT}, (a3)],

{/t [_ 9ia3(r) A& (r) N 12iay(r)ag(r)Mo(r)  4ia3(r)

i ) x0) n )

+a2(t0)} exp[6iT), (as)],
Clo(t) = ao(to) + 2T)\0 (ag) + ’iT)\O (CL%),

com ao(to) € C, R(as(to)) # 0 e a;(to) = ¢;, para todo j € {1,2,3}.
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Demonstragao. Como ® é solugao polinomial em z da equagao de fase (2.3), segue que
0 = 0p®(z,t) +i(0.P(x,1))* — Alx,1)0,®(z, 1)
= daj(t) + 2as(ty) — Ao(t)ay + (diai(t)as(to) + 6as(t) — A (t)ay(t) — Xo(t)d) (1)) x +

(4ia3(to) + 6ias (£)as(t) — M()a; (1) — No(t)ah(t)) 22 +
(12ias(t)as(t) — M (t)ab(t) — Mo(B)as(1)) 2 + (9ia3(t) — M (t)ah (1)) .

Dai, temos o seguinte sistema de edo’s:

(iai(t) + 2as(ty) — No(t)ay = 0, (2.15)
diay (t)as(to) + 6as(t) — A (t)ah(t) — Ao(t)d,(t) =0, (2.16)
4ia3(ty) + Giay(t)as(t) — M (t)a)(t) — No(t)ah(t) = 0, (2.17)
12ias(t)as(t) — M (£)dy(t) — Ao(t)al(t) = 0, (2.18)

L 9ia3(t) — M\ (t)ay(t) =0, (2.19)

A fungao ag é determinada por (2.15), logo nos restringiremos a (2.16)- (2.19). Por (2.19) temos

que

ag(to)
1 — 9iag(to)Th, (1)

as(t) = (2.20)

Como R(asz(ty)) # 0, segue que ag é bem definida em R. A equagao (2.18) é linear para as; logo

temos que

as(t) = {9z/t M exp|—12:¢Ty, (a3)|dr + ag(to)} exp[12iT), (as)]- (2.21)

o A

Como (2.17) é linear para a;, obtemos que

B " 9ia3(r)AS(r) | 12iag(r)az(r)he(r)  4ia3(r)
CCOERVARS Cli n0)

—|—a2(t0)} eXp[6z'T,\l (ag)]. (222)

} exp|—6:Ty, (a3)|dr

A equagao (2.16) é considerada como uma equacao de compatibilidade; multiplicando tal

equacao por \g(t)A3(¢), temos que

—9ia3(t)\g(t) + 12ian(t)as(t) A3 ()M (1) — [4ia3(t) + Giai (t)as(t)|N2(E) N2 (¢)



2.1. SOLUCOES POLINOMIAIS 25

+[4iay (t)az(t) + 6as(t)] Ao(t)NF (1) — [iai(t) + 2aq(t)]A}(t) = 0. (2.23)
Substituindo ay, ay e az em (2.23); obtemos a forma explicita da equagao
E(Cly Ca, C3, t? )\O(t)v )\1<t)) =0.

Finalmente,

ao(t) = ao(to) + 2T>\0 (CLQ) + iTAO (a%)

Observagao 2.1.2 Tendo em vista (2.20), se as(ty) = 0, seque que a3 = 0. Neste caso, temos

que as(t) = as(to); logo obtemos que ay(t) = 4ia3(tg)Th,(1). Consequentemente,
ao(t) = ao(to) + 2@2(t0)T>\0(1) + iT/\O (CL%)
Por outro lado,

E(Cl, Co, O, t, )\0(25), /\1(t)) = —4263)\(2)@) + [4i6102)\1 (t) - 160%)\1(75),1—1)\1(1)])\0@) - (’LC% + 262))\%@)

+8c1 N2 (1) T, (1) + 16iciN2 (1) (Tn, (1))

Além disso, como FE(c1,c2,0,t,A(t),A\1(t)) = 0 € uma equagao de sequndo grau para Ao,

podemos determinar as solucoes de tal equacao por

No(t) = (@

202 ) )\1(t> + QiCQ)\l (t)T/\l (1)

Note que: se R(c1) = R(ca) =0, S(c2) > 0 e Ay tem valores reais, entao \g também tem valores

Teqs.

Caso 3: Se a funcao A é quadratica em x, ou seja,
Az, t) = Xo(t) + Mi(t)z + Ao (t)2?,

com Ay e Ay nao nulas; verificando
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El(cla C2, C3, C4, ta )\O(t)7 >\1<t)7 AQ(t)) = 07

Es(c1, 9, ¢3, a0, Ao(t), Ai(t), Aa(t)) = 0,
onde as equagoes acima, para algum (ci, co, c3,¢4) € C?*, sdo explicitadas na demonstragao do

Lema 2.1.4; obtemos que

Lema 2.1.4 Seja A como acima e ® uma solugdo polinomial em = da equacao de fase (2.3).

Entao as funcgoes coeficientes de ® sao determinadas por:

a4(t0)
1— 16ia4(to)T,\2(1)’

(l4(t)

NG, | |
w(t) = {10 [ 8l expl2ait g + () p expl24iT3, (a3 ),
(

a(t) = {Z/t {_ 16a3(r)A{(r) N 16a3(r)Ao(r) N 24as3(r)ag(r) A (r) 9a3(7“)] exp[—24iTy, (a3 ay)|dr

A3(r) A3(r) A3(r) ()

+a2(t0)} exp[24iTh, (a3 ayq)],
. _ . FT16a2(r)A3(r) ~ 32a3(r)Xo(r)Ai(r)  24az(r)ag(r)Ai(r) | 24az(r)as(r)Xo(r)
o = {50 () () X0)
9asz(r)ai(r)Ai(r)  16as(r)as(r)A(r) _ 12ay(r)as(r) excol— 8T (ar aldr
1 R | STl

1) explSiTs a1 ),

ao(t) = ao(to) + QT)\O (ag) + iTAO ((I%),
com ap(ty) € C, R(as(ty)) # 0 e a;(ty) = ¢;, para j € {1,2,3,4}.
Demonstragao. Como ¢ é solugao polinomial em z da equagao de fase (2.3), segue que

0 = 0p®(x,t) +i(0,®(z, 1)) — Az, )0, P (x, t)
= dd2(t) + 2as(t) — Ao(t)d) + (6as(t) + diar (t)as(t) — M (H)dh(t) — No(t)a, () = +
(6ias(t)ai(t) + diaz(t) — Aa(t)ag(t) — M(t)a) (1) — Xo(t)as(t)) ° +
(12ia3(t)as(t) + Siay (t)as(t) — Aa(£)d, (£) — A1 (t)ab(t) — Ao(t)dl(t)) 2 +

(9iaz(t)* + 16ias(t)as(t) — Aa(t)ah(t) — A (t)ay(t) — Xo(t)ay(t)) z* +
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(24ias(t)aa(t) — Ao (t)as(t) — M (H)ay(t) z° + (16ia3(t) — Ao (t)ay(t)) 2°.

Dai, temos o seguinte sistema de edo’s:

(ia?(t) + 2a(t) — Mo(t)ap = 0, (2.24)
Gas(t) + diar(t)aq(t) — A (t)ag(t) — Ao(t)ay(t) =0, (2.25)
Gias(t)ai(t) + 4ia2(t) — Mo (t)al(t) — A (B)d}(t) — No(t)dl(t) = 0, (2.26)
12ia3(t)as(t) + Siay (H)as(t) — o (t)al (£) — Ay (£)d)(t) — Ao(t)al(t) =0, (2.27)
9ias(t)? + 16ias(t)as(t) — Aa(t)ah(t) — Ay (t)al(t) — Xo(t)dy(t) = 0, (2.28)
24iaz(t)ay(t) — Aa(t)az(t) — A (t)ay(t) = 0, (2.29)

L 167a3(t) — Ao (t)ay(t) = 0. (2.30)

A funcao ag é determinada por (2.24), logo nos restringiremos a (2.25)- (2.30). Por (2.30) temos

que
_ ay(to)
1-— 162&4(t0)T)\2<1) ’

as(t) (2.31)

Como Re(a4(ty)) # 0, segue que by é bem definida em R. A equacdo 2.29 é linear para as; logo

temos que

as(t) = {162’ /to a4g§2’1)(r) exp|—24iT), (a3 aq)]dr + ag(to)} exp|24iT), (as aq)]. (2.32)

Como (2.28) é linear para as, obtemos que

. _ I, t _16a421(7“))\%(7") 16a2(r)Ao(r)  24asz(r)as(r)A(r)
o = (|- e

] exp|—24iT), (a3 aq)]dr + ag(to)} exp[24iTy, (as aq)]. (2.33)

A equagao (2.27) é linear para a;; logo segue que

_ /. F[16ad(r)AY(r)  32ai(r)Xo(r)Ai(r)  24as(r)as(r)AT(r) | 24ag(r)as(r)ho(r)
wtr = i [ [P50 X0) () 30)
9asz(r)az(r)Ai(r)  16as(r)as(r)i(r)  12as(r)as(r) ,
+ 20 + 0 — e } exp|—8iTh, (a1 aq)]dr

+a1(t0)} exp|[8iT), (ar aq)]. (2.34)
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Como ay, as, as e a; ja foram determinados e ag serd determinada por (2.24), entdo as
equacgoes (2.25) e (2.26) sao consideradas como equagoes de compatibilidade. Multiplicando a

equagao (2.25) por Ag(t)A\3(t); temos que

16a3(t) Ao(t) AT (1) — 48ia3 () AG(E)AT (1) Aa(t) — 24das(t)as(t) Mo (t)AT (8) Ao (t) + 16ia3(t) AG(1)A5()
+48iaz(t)as(t)AE(E) A (A5 (E) + Yiaz (t) o (1)AT(E)A5(t) + 16iay(t)as(t) Ao (t) A3 (£)A3(E)
—9ia3(t)AG(H)AS(E) + 16ias(t)as(t)AG (1) A3 (t) — 12iaz(t)as(t)Ao() A1 ()N (2)

—8iay (t)as(t) o (D) A (1)N3 (1) 4 diad(t) Ao (E) N3 () — Siay (t)aq(t) Xo(t) M (£) N3 (¢)

F6iar (t)as(B)Ao(DAL(E) + 12a4() Ao ()N (E) — ia2(H)A3(E) — 2as(t)A3(t) = 0. (2.35)

Por outro lado, se multiplicamos a equagao de compatibilidade (2.26) por A\o(t)A5(t); segue

que

3(t) — 32iai ()N (A () Na(t) — 24iaz(t)aq(t) N5 (#)AT(E) Na(t)

o(D)A3(1) + 9iaz (NG ()AL ()AS(F) + 16ias(t)as()AG(H) M ()N (2)
o(OA3(t) — Siai (t)as(t)AG ()N (1) + diar (t)az(t)Mo(t)A3(t)

) —dat(t) A (H)A5(t) — 2aa(t) A1 (£)A5(t) = 0. (2.36)

Agora substituindo ay, ag, az e ay em (2.35) e (2.36); obtemos a forma explicita das equagoes
Ei(c1, ¢, ¢3,¢a,t, Ao(t), Ai(t), Aa(t)) = 0 e Ep(ci, ca, ¢3¢, t, Ao(t), Ai(t), Ma(t)) = 0,

respectivamente.

Finalmente, por (2.27), temos que

ao(t) = ao(to) + 2Th,(as) + iTh,(ai).

Observagao 2.1.3 Tendo em vista (2.31), se as(ty) = 0, temos que ay = 0. Neste caso, se

A1 = 0, seque que az(t) = az(ty); logo obtemos que ao(t) = az(to) + Yiaz(to)Th, (1) e ai(t) =
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ao(to) + 12iag(tg)Th,(1). Consequentemente,
ao(t) = ao(to) + 2T)\0 (CLQ) + iTAO (CL%)
Por outro lado,

E1 (Cl, Co, Cs3, O, t, )\0<t>, 0, >\2(t)) = (6i0163 + 4’LC§) )\0(75))\2(25) - (ZC% + 202))\3(2&) - 920%)\3(75)
— [144c263 00 (t) Aa(t) — (24crcacs + 18ic3) A5 (8)] Th, (1) + [144ic3c3N5(t)
—324ici Mo (1) Ao ()] (Thy (1))% — [648iciNg (1) Aa(t) + 2592¢o¢EN2 (1) T, (1)] T, (T, (1))

—11664@65/\3(15) (T)\Q(Tkz(l)))z = 07

EQ(Cl, Co, C3, 0, t, /\0 (t), O, )\2 (t)) = [(603 + 42.0162)/\2 (t) - 127:0263)\0(75)]
—432icac3 N (1) (Th, (1))% + (108 c3No(t) — 36 ¢1 cEAa(t) — 48 c3 cada(t)) Thy (1)

—432icyc3 Ao (1) Ty (T, (1)) + 38883 Mo (t) T, (1)Th, (Th, (1)) = 0,

Além disso, se consideramos R(cz) = I(c3) =0 e R(c3) # 0 na equagao
Es(c1, ¢2,¢3,0,1, Ao(t), 0, As(t)) = 0,

Seque que

1
—432R(c3)Pha(t) [S(c2) + 9R(cs)2Th, (1)]

T)\Z(T)\2(1)) = {12%(62)%<03>/\0(t) - 401%(02))\2(2&) +

6 R(cs)* Aa(t) + [108 R(c3)*Ao(t) — 36¢1 R(cz) Ao (t) + 48F(c2)? R(cs)Aa(t)] Thy (1)

+432F(c) R(es)? Ao (1) (T, (1))2}. (2.37)

Dai, pelas equagoes Ey(cy, ¢, c3,0,t, Ao(1),0, Ao(t)) = 0 e (2.37), tem-se que

= — Ao(t) I(ey)? c3)? (o) R(ce3)?
o0 = 8 ) 1 9R (e T {8 (e2)" + 9%{es)” + 2165(er)" Rle)" T (1) +
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19445 (c5) R(es) (T, (1)) + 5832 R(c3)° (TA2(1))31 (2.38)

Note que: se R(c3) = 0 em (2.38); obtemos que \g(t) = —Ao(t)/23(c2). Neste caso, seque que
—4c13(e2) Ao (t) = 0. Se S(c2) # 0, temos que

dr +iS(cp)2?, (2.39)

O(x,t) = ap(to) + Zi%(CQ)/t )\01(1“)

¢ solugcao da equagao de fase (2.3). Por outro lado, se S(c2) = 0, entdo a funcgao de fase ® €

constante.

2.1.2 Solugoes polinomiais para (2.4)

Consideremos a equagao de fase (2.4) com A uma funcao polinomial em z de grau kq. Digamos,

Az, t) = D Aalt)2®,

|| <ko
onde \, é uma funcao real analitica para cada a com 0 < || < kg e verifica a condigao de nao
anulamento nos termos de maior ordem, ou seja,

Ao # 0, se o = kge;, para todo j € {1,2,...,n}. (2.40)

Vamos estudar solugdes polinomiais em = de grau ki, k; > 0, para a equagao de fase (2.4),

verificando a condigao (2.7), ou seja,

et = 3 bt
|| <k1
tal que
bg =0, se § # kye;, para todo j € {1,2,...,n}.

Lema 2.1.5 Se a equagdo de fase (2.4) admite uma solugdo polinomial em x de grau positivo
verificando a condi¢io (2.7), quando A wverifica a condigio (2.40). Entao o grau de A € no

mazrimo igual 1.
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Demonstragao. Suponhamos que a equacao de fase (2.4) admite uma solugao polinomial em
x de grau positivo verificando a condic¢ao (2.7), quando o grau de A é maior que 1. Seja ¥ tal

solugao da equacao de fase (2.4), ou seja,

t) = Z bs(t)z?, com k; > 0.
|B<k1

e a fungao A dada por

= Z Aa(t)z®, com ko > 1.

|| <ko

Como W é solugao da equacao de fase (2.4), segue que o termo de maior ordem na equagao é
iAko (l’, t) Z(aivj Wi, (l’, t))27

J=1

o qual tem ordem ko + 2k; — 2. Pela condigao (2.7), segue que

\I/kl.l’t Zb

onde b; = bg, com [ = kye; para todo j € {1,2,...,n}. Dali,

n

iNgy (2,) Y (00, @, (w0, 8)? = k2 Y Z’\ oz,

=1 la|=ko j=1

o termo de ordem ko + 2k; — 2 em x; €
N (1)l 22,

com o = kgej, para todo j € {1,2,...,n}. Pela igualdade de polinémios na equacao (2.4) e
pela condi¢ao de nao anulamento (2.40), segue que b; = 0, para todo j € {1,2,...,n}. Entao
bz = 0, quando || = k1, o que é um absurdo, pois ky é o grau de ®. Portanto, o grau de A é

no maximo 1. O

Lema 2.1.6 Se A é uma funcgdo polinomial em = de grau ko, com ko € {0,1}, verficando a
condi¢do de nao anulamento (2.40) e U é uma solugdo polinomial em x da equagdo de fase

(2.4) verificando a condi¢do de anulamento (2.7). Entao o grau de U é no mdzimo 2 — ky.
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Demonstragao. Suponhamos que o grau de ¥ seja maior que 2 — kg, ou seja,

= Z bo (), com ky > 2 — k.

|| <k1

Como ¥ é solugao da equacgao de fase (2.4), segue que o termo de maior grau na equagao é

n

iy (2, 8) Y (O, Wi, (2,1))?,

=1

o qual tem grau kg + 2k; — 2. Pela condicao (2.7), segue que

\I/kll‘t Zb

onde b; = bg, com = kje; para todo j € {1,2,...,n}. Dai, tem-se que

n

iAny (,8) Y (O, @y (2,1)2 = ik? Y ZA a7 Y

J=1 la|=ko j=1

o termo de ordem ko + 2k; — 2 em z; é
A1) )22

com o = kge;, para todo j € {1,2,...,n}. Pela igualdade de polinomios na equacao (2.4) e
pela condi¢do de nao anulamento (2.40), segue que b; = 0, para todo j € {1,2,...,n}. Entao
bs = 0, quando |5]| = k; o que é um absurdo, pois k; é o grau de ®. Portanto, o grau de ¥ é
no maximo 2 — kg. O
A seguir apresentamos fungoes de fase para os casos kg = 1 e 2, com V¥ satisfazendo (2.7).
Caso 1. Se o grau de A ¢ 0, entao ¥ tem grau no maximo 2. Usaremos a notagao b; = bq,
quando o = e; e bj, = by, se o = 2¢;, para j € {1,2,...,n}. Dal, os termos homogéneos de ¥

sao escritos como:
Uo(z,t) =bo(t), Wi(w,t) =Y bi(t); e Us(x,t) = b (t)a?.

=1 =1

Agora apresentamos a forma explicita de tais func¢oes de fase
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Lema 2.1.7 Sejam A(z,t) = X\o(t) e U uma solugcdo polinomial em = da equacao de fase (2.4).

Entao as funcoes coeficientes de W sao determinadas por:

b; ;(to) .
b (t) = 1] L, j€{1,2,...,n
]7]( ) 1-— 4Z'bj’j(t0) j:; /\Q(T)dT’ J { }

bit) = by(te)eap [4’i/t:>\0(7“) bj,j(mdr} {12, n)

bo(t) = bo<t0)+22/t )\O(r)bjyj(r)dr+i2/t )\O(r)b?(r)dr

com bo(tg), bj(to), bj,j(tO) eCe ?R(bj}j(lfo)) 7é 0, para tOdOj € {1,2, ,n}

Demonstragao. Como ¥ é solugao polinomial em z da equacao fase (2.4), segue que

n

0 = Xo()AT(, ) +ido(t) > (0s,V(x,1))* — 0, T (

J=1

= [”xo(t) ibj,j( )+ ido(t Zb2 — bt ]
T Zn: (4”\0(’5) Xn:bj ()b k(t) — bW)) T,

+ 3 (4ido(B0F (1) — Vys(t) 23

k=1

Dai, temos o seguinte de sistema edo’s:

( n
20(t) > bjj(t) + ido(t Zzﬂ t) — bi(t) = 0,
j=1

4o (BB, (£) — bl (t) = 0, k € {1,2,...,n},

A funcdo by é determinada por (2.41), logo nos restringiremos a (2.42) e

temos que

(_bk,:@)), = 4holt).

1 1 ¢
— + = 41'/ Ao(7r)dr.
brk(t)  br(to) to olr)

Dai, segue que

4ido(t) zn:bj(t)bj,k(t) — V(1) =0, ke {1,2,..,n},

1)

(2.43).

(2.41)

(2.42)
(2.43)

Por (2.43)
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Portanto,
bk (to)

b x(t) =
eklt) = 77 ity (to) f} No(r)dr

(2.44)

Como R(bg x(to)) # 0, entao a fungao by, é bem definida em R, para todo k € {1,2,...,n}. Pela

equacao (2.42), obtemos que

bi(t)
bi()

= 4iXo(t)by (1)
Portanto,

bi(t) = bi(to)exp {4@ / t )\O(r)bw(r)dr] , (2.45)

to

¢ bem definida em R, para todo k € {1,2,...,n}. Consequentemente,

bolt) = bo(te) +2 / No(r)byy (r)dr 3y /t Ao (r)o2(r)dr. (2.46)

O

Observagao 2.1.4 Tendo em wvista (2.44), se by (to) = 0 para todo k € {1,2,...,n}, obtemos
que b, = 0, para todo k € {1,2,...,n}. Neste caso, seque que by(t) = by(to), para todo t € R,

para todo k € {1,2,...,n}. Consequentemente, temos

bo(t) = bo(to) +i Y _ b3 (to) / Xo(r)dr.

j=1 to
Portanto,

€ solugdo da equacao de fase (2.4). Recuperando portanto o caso A\o(t) =1 em (1.27).

Caso 2. Se o graude A é 1, entao ¥ tem grau no maximo 1. Fazendo b; = b,, quando a = e,

para j € {1,2,...,n}, entdo os termos homogéneos de ¥ sao escritos como:
\I/()(.T,t>:b0( 6\111 Z, t Zb

Agora apresentamos a forma explicita de tais funcoes de fase

Lema 2.1.8 Sejam A uma funcao polinomial em x verificando a condicao de nao anulamento

(2.40) e ¥ uma solugdo polinomial em x da equacdo de fase (2.4) verificando (2.7). Entdo



2.1. SOLUCOES POLINOMIAIS 35
i) Se existe jo € {1,2,...,n}, tal que \; = \j, e bj(to) = bj,(to), para todo j € {1,2,...,n},

entao

b

J

=b,,, para todo j € {1,2,....n} e b, (t) =
jor P JEet ) o () 1 —nib;,(to) t)\'(?")d?“

desde que b;,(tg) € C e R(b;,(to)) # 0.

ii) Se \; = ¢j, com ¢; € R, para todo j € {1,2,...,n} e existe jo € {1,2,...,n} tal que
bi(to) = CCJ b, (to) entdo
jo
G ) _ bjo(to)

Cjo e | |2 . ’
1 ijo(to) (t to)

Jo

para todo para todo j € {1,2,...,n}, com b;, (to) € C, R(bj,(to)) #0 e c = (1, c2, ..., ¢p) -

Além disso, a funcdo by € dada por:

bo(t) = bo(t0)+z /t b2(r) Ao (r)dr

desde que by(ty) € C.

Demonstragao. Como ¥ é solugao polinomial em z da equacao de fase (2.4), segue que

0 = Az, )A Y (z,t) +il(x,t) zn:(f)lell(x, )2 — 0,V (z,t)

j=1

3

b2(t) — b}(t)) % (2.48)

k’:l

Dai, temos o seguinte sistema de edo’s:
Z () — by(t) =0, (2.49)

sz t)—bi(t) =0, j€{1,2,..,n}. (2.50)

A fungao by é determinada por (2.49), logo nos restringiremos a (2.50).
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i) Como \; = \j,, para todo j € {1,2,...,n}, pela equagao (2.50) tem-se
Vi(t) = N (t) > bi(t), para todo j € {1,2,....n}. (2.51)
k=1
Dai, segue que

Vi, (t) = U, (t), para todo ji, j» € {1,2,...,n}.

Como b;(tg) = bj,(to), para todo j € {1,2,...,n}, entdo b; = b;

J2»

para todo j € {1,2,...,n}.
Equivalentemente,

bj = bj,, para todo j € {1,2,...,n}.

Como b; = bj,, para todo j € {1,2,....,n} e pela equacao (2.51), segue que

b, (1) = n X, (6)b5 (1)

Consequentemente,

Dai, segue que

1 _ /t
- + =ni [ \,(r)dr
bjo(t)  bjo(to) oo
Portanto,
b, (t
b, () in(to) (2.52)

B 1-— m'bjo to) fti) )\jO(T)dT’ '

Como R(bj,(to)) > 0, entao a funcao b;, dada pela equagao (2.52) é bem definida em R.

ii) Como \; = ¢;, com ¢; constante, para todo j € {1,2,...,n}, pela equagao (2.50), tem-se
Vi(t) =ic; sz(zﬁ), para todo j € {1,2,,...,n}. (2.53)
k=1

Como o grau de A é 1, entdo existe jy € {1,2,...,n} tal que ¢;, # 0; logo,

vi(t) = Ccfjbgo(t), para todo j € {1,2,,...,n}.
Jo
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Como b;(ty) = == bj,(to), para todo j € {1,2,...,n}, segue que

S
Cjo

bi(t) = L by, (1), para todo j € {1,2,,...,n}. (2.54)

J0

Pelas equagoes (2.53) e (2.54), tem-se

1
b, (t) =i — b3 (t) |, onde ¢ = (c1,ca,...sCn).
o

(i) et
— =1—|c|”.
bjo(t) Cio

Logo,

Dai, segue que

B T
bi(t)  bilte) ey
Portanto,
b (t
b, () = ! (|0|)2 . (2.55)

L= ibjo(to)cf(t —to)

J0
Como R(bj,(t9)) > 0, entao a fungao b;, dada por (2.55) é bem definida em R. Finalmente pela
equagao (2.49), tem-se

bo(t) = bo(to) + Z/t b?(r) Xo(r)dr (2.56)

2.2 Solucoes separaveis

Nesta se¢ao procuraremos solugoes exatas das equagoes de fase (2.3) e (2.4), quando A é
multiplicativamente separavel. Uma funcao nas variaveis x e t é multiplicativamente separavel

se ela é representada como
f('r7t) = fo(%)fl(t),
onde fy e fi sdo fungoes. Para esta secdo consideraremos (x,t) € R2.

Se A é multiplicativamente separavel, digamos A(z,t) = \o(t)y(x) tal que

N — ! (2.57)

(7 — co)? log(x — co) — ¢’
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onde ¢g,c; € R e & é uma fungao de fase multiplicativamente separavel, ou seja, ®(x,t) =

¢o(t)0(x). Entao as fungdes ¢ e 6 sdo determinadas de forma explicita a seguir

Lema 2.2.1 Seja A como acima e ® uma solugao multiplicativamente separdvel da equagao de

fase (2.3), entao a fungdo 0 € dada por
0(z) = —log(z — dp) + dy,

desde que dy,dy € R e dj = ¢;, onde ¢; € dada por (2.57), para todo j € {0,1} e a fungdo ¢ €
solucao da edo

o(t) +ig5(t) — Ao(t)o(t) = 0.
Demonstragao. Como ¢ é uma solu¢ao multiplicativamente separavel de (2.3), segue que

0 = 0u®(x,t) +i(0,P(x,1))* — A2, 1)0,®(x, 1)
= Go(t)0ua(x) + i (1)05(x) — Ao(8)¢ (t)7(2)0().

Dai, as funcoes \g, v, ¢g e 6 verificam a equacao

Do ()02 () +ihg (1)0% (1) — Ao ()@ (£)y(2)0 () = 0. (2.58)

Para escrever o lado esquerdo da equagao (2.58) como uma fungao multiplicativamente separavel

estudaremos o seguinte sistema auxiliar de edo’s:

{Gm(fﬂ) = (z)f(z), (2.59)
0% (x) = ~(x)0(x). (2.60)

Por (2.59), segue que 0,(x) = [ 7(y)0(y)dy + 0y, onde y é uma constante. Escolhendo = 0,
segue que

02 (x) = (/Omv(y)G(y)dy)z- (2.61)

Igualando o lado direito de (2.60) e (2.61), segue que y(x)f(z) = (foxy(y)é’(y)dy)Q.

Ou seja, tomando u = 7 0, segue que
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Dai, a funcao u verifica a edo

o () = 2u? (x),

uma solucao para a edo acima ¢é dada por

1
5> quando x € (—00,dy) U (dy, +00),

=y

onde dy é constante. Dai, o sistema (2.59)-(2.60) pode ser escrito como

1
(x — dp)?’
) = g

Orz(x) =

A solugao do tltimo sistema é §(z) = — log(z — dy) +d;, quando = > dj e d; é constante. Como

u = 0, segue que v = u/0, ou seja,

1 1
V(@) = - (x —dg)?log(x — do) — dy

Como d; = ¢;, para j € {0,1}, entéo ~ verifica a condigao (2.57). Pela equagao (2.58) e como

u =0 =02 =0,,, segue que

(z — do)? [0 (t) + i3 (t) — Ao(t) ey (t)] = 0.

Portanto, ¢, é solucao da edo:

do(t) +ig(t) — Ao(t)p(t) = 0.

Agora consideraremos a fun¢ao A como sendo A(x,t) = A\o(t)n(x) tal que

—log(z — ) — 1

(x — co)? ’

n(x) = (2.62)

onde ¢1,¢0 € R e ¥ é uma fungdo de fase multiplicativamente separavel, ou seja, V(z,t) =

o(t)0(x). Entao as fungdes 1g e 6 sdo determinadas de forma explicita no Lema a seguir
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Lema 2.2.2 Seja A como acima e ¥ uma solu¢ao multiplicativamente separdvel da equagdo de

fase (2.4), entdo a funcgdo 6 é dada por
0(x) = —log(z — dy) + dy,

desde que dy,d; € R e dj = ¢j, onde ¢; € dada por (2.62), para todo j € {0,1} e a fungdo 1) €
solucao da edo

Ao(t)¥o(t) +ido(t)¥5(t) — v (t) = 0.

Demonstragao. Como ¥ é uma solugao multiplicativamente separdvel de (2.3), segue que

0 = A(z,1)0,V(x,t) +iA(z,t)(0,V(z,1))? — 0, P(x,t)
= Xo(O)o(O)n(@)0zs () + iAo (1) 5 (1)n(2)0:(x) — ¥5(1)0(2).

Dai, as fungoes \g, 7, 1o e 6 verificam a equacao
Mo ()0 (t)n(2)02 () + iXo(8)15 ()0 () — 15 (£)0(x) = 0. (2.63)

Para escrever o lado esquerdo da equagao (2.63) como uma fungao multiplicativamente separavel

estudaremos o seguinte sistema auxiliar de edo’s:

{n(x)@;m(x) = 0(x), (2.64)
n(2)0;(x) = 0(z). (2.65)
Por (2.64), segue que 0,(x) = [57 0(y)/n(y)dy+0bo, onde 0 ¢ uma constante. Escolhendo y = 0,
segue que ,

o) = ([ owmman) - (2:66)
Pelas equagoes (2.65) e (2.66), segue que 0(x)/n(x) = (/090 %dy) .

Ou seja, tomando u = /7, segue que
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Dai, a funcao u verifica a edo

W () = 2u’ (x);

uma solucao para a edo acima ¢é dada por

1
5> quando x € (—00,dy) U (dy, +00),

=y

onde dy é constante. Dai, o sistema (2.64)-(2.65) pode ser escrito como

1
(x — dp)?’
) = g

Orz(x) =

A solugao do tltimo sistema é §(z) = — log(z — dy) +d;, quando = > dj e d; é constante. Como

u = 0/n, segue que n = Ou, ou seja,

~ —log(x — dy) — dy
U(x) - (Zl'f _ d0)2

Como d; = ¢;, para todo j € {0,1}, entao n verifica a condi¢ao (2.62). Pela equacao (2.63) e

como 0 = nh? = nb,,, segue que

[—log(z — do) + di] [Mo(t)vo(t) + iAo (t)U5 () — wg(t)] = 0.

Portanto, 1 é solugao da edo:

Moo (t) + ido ()15 (£) — 1o (t) = 0.



CAPITULO

3

Teoremas de nao unicidade

Neste Capitulo mostramos que para o caso kg = 0 e g real analitica positiva a fungao de
fase (2.14) permite estender o Teorema 1.0.1. Logo, provamos que para o caso \g real analitica
com I'(t) = f(f Xo(r)dr invertivel a fungao de fase (2.47) também estende o Teorema de nao
unicidade de Hormander. Na parte final do Capitulo explicamos brevemente por que as outras
funcgoes de fase obtidas no Capitulo 2 nao permitem estender o Teorema 1.0.1.

Sejam z = (11, 2s,...,2,) € R", N = —e,,1, consideraremos o hiperplano ¥ = {(z,t) €

R (z,t) - N =0} e o semiplano X" = {(x,t) € R"™' : (x,t)- N° > 0}.

Teorema 3.0.1 Seja P = D> + D2 +---+ D2 +1iXo(t)Dy, com Ao uma fungdo real analitica

positiva, entao eriste uma fungdo u em C°°(R™™Y), tal que
Pu=0, em R" (3.1)

u=0emXt e0e€ S(u).

Para demonstrar o Teorema 3.0.1 nos basearemos nas ideias da demonstracao do Teorema 1.0.1.

Seguindo estas ideias procuramos como candidato da solugao de (3.1) uma funcao da forma

u(z,t) :/ e ®@hs) s,
X,

onde ® é uma solugao da equagao de fase (2.3) e X, é uma curva em C. Pela equagao (2.14)

42
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tem-se que
O(x,t) =co+i(ci+ca+ -+ E)Y(t) + 1wy + comg + - -+ Cun,

onde ¢; = a;(0), para todo j € {0,1,2,...,n} e y(t) = fot ﬁmdr, ¢ uma solucao da equacao de
fase (2.3). Agora consideramos a seguinte familia de solugoes, dependendo do parametro s, da

equacgao de fase (2.3)

(@, t,5) = cols) + i(c2(s) + As) + - + ()(E) + e1(5)a1 + Ca(8)T2 + - + cul(s)an, (3.2)
onde ¢;(s) = w; s, com w; € C*, p; € R, s é o ramo da poténcia definida no conjunto
C\L_r,eL_,={te™ : t >0}, para todo j € {0,1,...,n}.

Observacao 3.0.1 Como )y € uma funcao positiva, entao v € uma fungao crescente.

Agora apresentamos alguns lemas prévios que auxiliarao na demonstragao do Teorema 3.0.1.

1
s\ 2
Lema 3.0.1 Se cy(s) = i(—is)?, com py € (1/2,1) e ¢;(s) = (E) para j € {1,2,...,n},
n
entdo a func¢ao

u(z,t) = / i@t g, (3.3)
com X, ={s=n+ir: n€R}, 7 >0 é uma solugio da equacio (3.1) de classe C*>° em R L.

Demonstragao. Seja K; compacto de R" tal que z € K; e escolha 1o > 0 tal que t € [—71g,79].

Como s =n+it, comn € Re7 >0 temos que

R((P(z,t,s)) = R (ico(s) —isy(t) +iVivsn T2 (@ 4 T+ + SEn))
= —R((—is)®) + 70 + R (Vivs) n @zt )

< —2Cy|s|” + Ty(t) + n2r|s|2, (3.4)

onde C = cos(mpy/2)/2 e ri = max{|z;| : v € Ky, j € {1,2,...,n}}.

1
nrp

Ch

PO~
Tome 7 tal que |n| > L, com L = ( ) , como py € (1/2,1) segue que

nir|s|z" < Cy. (3.5)
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Pelas estimativas (3.4) e (3.5), obtemos que

R (iD(x,t,5)) < —2C1|s|” + 7y(t) + nirs|z
= 7+ sl (ndrls|e - 201)

< ()T — Cys|?. (3.6)
Agora considere o conjunto:
Xrp={s=n+ir: ne[-L, L]}

Pela estimativa (3.6), tem-se a seguinte estimativa para a funcao u

lu(z,t)| = ‘/ ei@(x,t,s)ds+/ BLICRIE
XT’L X"'\XT,L

/ e?)?(iq)(a:,t,s)) dS +/ eéR(Z‘q)(Z‘,t,S)) dS
XT,L XT\XT,L

S 2L||€%(i¢(m7t"))||ooX ; +/ efy(t)q——cl|s|ﬂo ds
o XT\XT,L

IN

< 2L||eRUPEED|| ) —i—eV(t)T/ e~C1lsI™ s, (3.7)

XT\XT,L

Dai a integral em (3.3) é convergente. Considerando a integral da fungao analitica U(s) =
e’®@15) no contorno do retangulo R de vértices —L + iry, L + im, L +im e —L + it. Pelo

Teorema de Cauchy-Goursat, segue que

]{ U(s)ds = 0. (3.8)

Dali,

L To —L 1
/ U(T]—i—iﬁ)dn—i—i/ U(L—l—iT)dT—i—/ U(T}+i72)d77+i/ U(—L+ir)dr =0. (3.9)

L T1 L T

Quando L — oo a segunda e quarta integrais do primeiro membro de (3.9) tendem para zero

pela estimativa (3.6). Logo, temos que f_LL U(n+in)dn = — f;L U(n+ity)dn, equivalentemente

/XTLL U(S)dSZ/X Ul(s)ds. (3.10)

To,L
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Fazendo L — oo em (3.10), segue que

U(s)ds = U(s)ds.

Xry Xr,

Dai, a integral (3.3) é independente de 7.

Sejam o € N, m € N, pela Férmula de Faa di Bruno, segue que

Deei®@ts)  — 2(5)e®@9) onde ¢(s) = (c1(s), ca(s), ..., cn(s)).
m ; B;
D;neii’(:c,t,s) _ (—Z)m Z m! H (_(C%<S) + C%(S) + -+ Ci(S))fy(J)(t))) ei@(m,t,s)7
Gedm BilBal - B! e J!

onde J,, = {8 = (61,52...,0m) € N™ : 18, + 202+ --- + mfB,, = m}. Defina a fungdo G,

por
Com(s) = ||D;anei¢(x’t;'l)||oo7XT,La seX.,
Agm €TI0 55| s € X, \ X,
onde
m Lol m! Yook Bi
Apym=n""n?2 ﬁ; mg (T) ; Oy = [V|oo,iy € Ko = =72, 12].

Dai, segue que

|DTDg€iq)(x7t7s)| < Ga,m(s)a

Como Gom € L'(X,), segue pelo Teorema da convergéncia dominada que

D"D%u(z) = / Dy"DY [*@19)] ds. (3.11)

T

Assim u € C°(R?). Pelas equagoes (3.3) e (3.11), segue que

Pu(x,t) = / Pei®@t9) ds — ), (3.12)
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Lema 3.0.2 Seu € definida por (3.3) com c;j(s) como no Lema 3.0.1, para todo j € {0,1,2,...,n},
entao

u=0emX".

Demonstragao.
Como a integral que define a func¢ao u é absolutamente convergente, pelas estimativas (3.4),

(3.6) e pelo fato que s = n + it, temos

lu(z,t)| < / R(0(@,5) ds—i—/ REO(15))
XT7L XT\XT,L

1 1
< / (20130 try@tntrilslE gg L / A Or=Cilsio g
Xr \XTL

[— L,L R\[-L,L]
< / n2r1|n+17\2 —QClln\”Odn + 7 / 6—01|77|"0d77
N [~L.L] R\[-L,L]
_ / endri(nPr)d =2l gy 4 o / e=Cilil g
[-L,L] R\[-L,L]
< / e Car (a3 ) macuivo gy L a0 / e=Calnlo gy
N R\[-L,L]

_ 67(t)7—+n203r1’r%/ en%C3r1|77|%—201|77|90dn_‘_ew(t)f/ €—C1|77|/’0dn.
[-L,L] R\[-L,L]
(3.13)

Seja (z,t) € ¥, pela definicao de vy e como X1 = {(z,t) € R""™ : ¢t < 0}, entao v(t) < 0.

Dai, fazendo 7 — oo em (3.13), segue que

u=0em XV (3.14)

Lema 3.0.3 Seu € definida por (3.3) com c;j(s) como no Lema 3.0.1, para todo j € {0,1,2,...,n},
entdo 0 € S(u).

Demonstragao. Defina a fungao auxiliar v por

U(t):/ e~ Wse= (=197 g (3.15)



Se x = 0 segue que

u(z,t) = v(t).

Pelas equagoes (3.14) e (3.16), segue que v(t) = 0 no intervalo (—o0,0).

47

(3.16)

Multiplicando a equacdo (3.15) pela funcdo e 77 e fazendo a mudanca de varidvel o = s — i,

tem-se

+oo+iT

V() O = / =i (B)(s=i7) = (=i5)?0 g

co+iT

+oo
= / e~ (o ,—(r=ic)?0 7.

o0

Como 7y é injetora definamos

g(s) =v(y'(s))e™™,

onde s = (t). Pela equacao (3.17), segue que

+m . . po
g(S) — / 6—280'6—(T—ZO') do.

o0

Dai, pela definigao de Tranformada de Fourier tem-se

Como s = 7(t) e pelas equagoes (3.18) e (3.19), segue que

vy M (s))e™T = <6—(T—w)"° ) " (s).

Pela equagao (3.20) e pela Identidade de Parseval segue que

—00 2m —00

1 [*e

= o [v(y™(5))e ™|

27

Dai, segue que

+o00 ) 1 +o00 ) A
/ {6_(7—_10)’)0 |2d0' _ ' (6—(T—za)po> (S)

2

ds

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Pela equacdo (3.21) e do fato que | (7 —io)” | < (7 + |o])® < 770 + |0, segue que

1 [t

o (v (s))e™|

2 Jo

2

ds

+o0 9
—(r—ig)PO
_ / ‘6 (r—io) ‘ do
—Oo
+oo 9
_P0 —|g|PO
/ |70l g
—o

+oo
—9:P0 _ )
= ¥ / e 2o 4.
— 00

v

(3.22)

Agora provaremos que v é nao nula em qualquer vizinhanca do origem. De fato, se v = 0 no

intervalo (0, ) para algun € > 0. Pela estimativa (3.22), segue que

P oo P 1 oo 2
6727' 0/ 672\0‘ OdO' S _ |’U(’}/71(8))€78T| ds
oo 21 Jo
1 e — —s7|2
= [ e se s
2 ).
< S o !v(fy’l(s))e’”fds
- 2m ).
— e /+OO ‘v(v‘l(s))‘zds, (3.23)
2 .
Dai, segue que
2eT 400
62 / }0(7_1(5))}2613 = O(e "), quando T — co. (3.24)
™ &
Pelas equagoes (3.23) e (3.24), tem-se
“+oo
e 2" / e 271" dg = O(e7*7), quando T — oo,
o que é um absurdo pois,
=270 +oo e—2|a|/30d0. “+o0
f@gﬁ = HeT=T0) / e 21" 4o — 00, quando T — co.
Assim 0 € S(v), e, portanto 0 € S(u). O

Demonstragao do Teorema 3.0.1

A demonstracao do Teorema segue pelos Lemas 3.0.1,3.0.2 e 3.0.3. O



49

Teorema 3.0.2 Seja Q = \o(t)(D2, +D2, +---+D2 )+iD,, com Ao uma fungao real analitica tal
que I'(t) = f(f Xo(r)dr € uma fungdo invertivel em R. Entao existe uma fungdo u em C°°(R"*1),
tal que

Qu =0, em R"! (3.25)

u=0em Xt e0e€ S(u).
Como no Teorema 3.0.1 procuramos como candidato da solucao de (3.25) uma funcao da forma

u(z,t) :/ V@) g,

onde ¥ é uma solucao da equagao de fase (2.4) e X, é uma curva em C. Pela equagao (2.47)

tem-se que
U(x,t)=co+ilci+c3+-+)0(t) +crxy + oy + - -+ + Cup,

onde ¢; = b;(0), para todo j € {0,1,2,...,n}, é uma solucdo da equacao de fase (2.4).

Consideremos a familia de solugoes, dependendo do parametro s, da equagao de fase (2.4)
U(x,t,5) = co(s) +i(ci(s) +c5(s) + -+ c2(s))D(t) + c1(8) a1 + ca(8)Tn + - - - + ¢ (8) Ty, (3.26)

onde ¢j(s) = w; P, com w; € C*, p; € R, s” é o ramo da poténcia definda no conjunto C\ L_,
e L_.={te”™ : t >0}, para todo j € {0,1,...,n}.

Agora apresentamos alguns lemas prévios que auxiliarao na demonstragao do Teorema 3.0.2
Lema 3.0.4 Se co(s) = i(—is)™, com py € (1/2,1) e
1
i) ¢j(s) =1(is/n)? para j € {1,2,...,n} ou
1
i) ¢;(s) = (is/n)? para j € {1,2,...,n}.

Entado a funcao

u(x,t):/ e @ts) s, (3.27)

com X, ={s=n+ir: n€R}, 7 >0 é uma solugio da equacio (3.1) de classe C*> em R L.
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Demonstragao. Seja K compacto de R™ tal que z € K; e escolha ro > 0 tal que t € [—7rg,19].
1

s\ 2
Para o caso ¢;(s) =1 (E) para j € {1,2,...,n} temos que
n

R(U(z,t,s) = R (ico(s) +isD(t) — Vivsn 3 (2 + s + - + xn)>
— R ((—is)®) — 7D(t) — R (ﬂ\/E) nTH(z 4+ ap  w)
< —2Cy|s|o — 7T (t) + n~2ry|s|2, (3.28)

onde Cy = cos(mpo/2)/2 e 1 = max{|z;| : x € Ky, j € {1,2,...,n}}.

1

Lo\ -3
Tome 7 tal que || > L , com L = (nérl) , como pg € (1/2,1) segue que
1

n%ﬁ]sﬁ’po < (). (3.29)
Pelas estimativas (3.28) e (3.29), obtemos que

R(iV(x,t,5)) < —2C|s|? — 7T(t) + n2r|s|2
= —T(t)r + |5 (niri]s|E e - 204)

< =T(t)Tr — Cyls|™. (3.30)

Considere o conjunto:

X;p={s=n+ir: ne|[-L,L}}.

Pela estimativa (3.30), tem-se a seguinte estimativa para a fungao u

|u(x7t)| = / ew(gc’t’s)ds—i—/ ei\I/(x,t,s)dS
XT’L XT\XT,L

< / €§R(i‘ll(:p,t,s)) ds +/ e%(illf(z,t,s)) ds
XT,L XT\XT,L
S
o XT\XT,L
< 2L RVEED)| e 0T / e~C1lsl” s, (3.31)
, XT\XT,L

Dai a integral em (3.27) é convergente. Considerando a integral da fungao analitica U(s) =
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e™(@15) no contorno do rectangulo R de vértices —L + imy, L + i1, L + ity e —L + iy. Pelo

Teorema de Cauchy-Goursat, segue que

]{ U(s)ds = 0. (3.32)
OR

Dali,
~L

L T2 T1
/ U(77—|—i7'1)d77—|—i/ U(L+i7)d7+/ U(77+z'7'2)d77—|—i/ U(—L+it)dr =0. (3.33)

L T1 L T2

Quando L — oo a segunda e quarta integrais do primeiro membro de (3.33) tendem para zero

pela estimativa (3.30). Logo, temos que f_LL Un+in)dn = — fL_L U(n + imy)dn, equivalente-

/ | Ul = [ veas s

To,L

mente

Fazendo L — oo em (3.34), segue que

/X U(s)ds = /X U(s)ds.

1 T2

Dal, a integral (3.27) é independente de 7.

Sejam o € N, m € N, pela Férmula de Faa di Bruno, segue que

Do @ts)  — ()M @hs) onde c( ): (c1(s), cg(s) S en(S)).
. B;
D;nei‘ll(x’t’s) _ Z H ( + 02( ) 4 - ‘ -4 Ci(S))FU)(t))) 6i‘ll(x,t,s)’
Gedm 51'52 5 ! J!

onde J,, = {8 = (61,52...,0m) € N* : 10, + 20+ --- + mf,, = m}. Defina a funcdo G,

por
1D Dge™ @)oo x

Aa m enC’27'7C1|8|p0 | | ‘al |S’m

s € XT,L

T,L7

Gam(s) =
) s € XT \ XT7L7

onde

B.
B lal |9 HooKz ’ _ _
Aam n"nz E ﬁ1'52 5 |H( ) C2—\|F|\OO,K2 eKz—[—7”2, 7’2]-

BEIm
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Dai, segue que

|D?Dgew(m7t7s)| < Ga,m(*S)a

Como Gum € L'(X,), segue pelo Teorema da convergéncia dominada que

D"D%u(z) = / D" DY [e™M@h9)] ds. (3.35)

T

Assim u € C°(R™™!). Pelas equagdes (3.27) e (3.35), segue que

Qu(x,t) = Qe @) ds = . (3.36)

Xr

Por outro lado, se ¢;(s) = (z’s/n)% para j € {1,2,...,n} o resultado segue do Lema 3.0.1. O
Lema 3.0.5 Se u € definida por (3.27) com co(s) = i(—is)™ e

i) cj(s) =1 (is/n)% para j € {1,2,...,n} e '(t) >0 em (—00,0) ou

i) ¢;(s) = (is/n)% para j € {1,2,...,n} eT'(t) <0 em (—00,0).

Entao

u=0em X7".

Demonstracao. Para o caso ¢j(s) = i(is/n)% para j € {1,2,...,n} e I'(t) > 0 em (—00,0),
temos que a integral que define a funcao u é absolutamente convergente. Pelas estimativas

(3.28) e (3.30) obtemos que

lu(z,t)| < / RV (2,t,9)) ds—l—/ RV (2,t.9) g
XT’L XT\XT,L

1 1
< / 7201|S|p07TF(t)+n7T1IS|§ ds + / efF(t)TfC1|s|”0 ds
Xr \XTL

_ / n?m n—HT\? —201|77+1T\p0d77 + e F(t)T/ 6—Cﬂ77+727’|p0d77
(—L,L] R\[—L,L]

< / endritntirld =200 g T / e=Calnl gy

n (~L,I] R\[~L,L]

_ / end et —2cupnlo gy T / e=Calnl gy
(—L,L] R\[-L,L]

< / et Oni (P +G) i gy 4 oo / el gy

R\[-L,L]

= e~ (t)7+n2C3r1T%/ BnCBTIIW%_QClmlpod’I]—}—G_F(t)T/ 6—01|77|90d77‘
(-L,L] R\[-L,L]
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(3.37)
Se (z,t) € X1 temos que I'(t) > 0. Dai, fazendo 7 — oo em (3.37), segue que
u=0em XV (3.38)

Por outro lado, se ¢;(s) = (is/n)% para j € {1,2,...,n} o resultado segue do Lema 3.0.2. O
Lema 3.0.6 Se u ¢ definida por (3.27) com cy(s) = i(—is)?, I' invertivel e
i) ¢;(s) :i(is/n)% para j € {1,2,...,n} ou

i) ¢;(s) = (is/n)% para j € {1,2,...,n}.

Entao 0 € S(u).

[N

Demonstracao. Para o caso ¢;(s) =i (is/n)2. Defina a fungao auxiliar v por

v(t):/ el Wse= (=)0 g, (3.39)

Se x = 0 segue que

u(z,t) = v(t). (3.40)

Pelas equagoes (3.38) e (3.40), segue que v(t) = 0 no intervalo (—o0,0).

T(t)r

1
Multiplicando a equagéo (3.39) pela fungao 7€ e fazendo a mudanca de varidvel o = s—17,
™

obtemos

iv(t)eF(t)T — i o) (s—ir) ,—(=is)0 7 o
27 o Jy.
1 +oo " e
= 57 ) T o (3.41)
T J-co
Como T' é invertivel definamos
1 -1 —sT
g(s) = —v(I7}(s))e™™, (3.42)

onde s =I'(t). Pela equagdo (3.41), segue que

g9(s) = / 57~ (71" g,

o
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Dai, pela definicao de pela Formula de Inversao de Fourier temos
glo) =e ", (3.43)
Como s = I'(t) e pelas equagoes (3.42) e (3.43), segue que
o

( ! U(Fl(s))e”)/\ (o) = e~ i)™ (3.44)

Pela equacao (3.44) e pela Identidade de Parseval segue que

2

e 1 —1 —ST 1 oo 1 —1 —ST "
%U(F (s))e ds = - %U(F (s))e (0)| do
1 e —(1—i0)P0 |2
== % - ‘6 ( ) |d$
Dai, segue que
1 teo 2 Feo )P0 | 2
> | e s / =9 2o, (3.45)

Pela equagao (3.45) e do fato que | (7 — io)” | < (14 |a|)ro < 1P 4 |o |0, temos que

1 Foo 1 2 +oo i )P0 |2
— o7 (s)e™ | ds = / |e_(7_w) "do
2m 0 —00
+o0
> [Tl
- +o0o
= 6—2790/ e 2 dg. (3.46)

Agora provaremos que v é nao nula em qualquer vizinhanca do origem. De fato, se v = 0 no

intervalo (0, ) para algum £ > 0. Pela estimativa (3.46), segue que

20 /+°Oe2|olpodg < L +OO|v(F*1(S))€787‘2d$
- - 27 0

+oo
- = / (T (s))e = ds
1 EJFOO 2

< %/ lo(I " (s))e*"|"ds

6257—

- 5[ e s (3.47)

2T
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Dai, segue que
6257

2T

+oo
/ ‘U(F_l(s))|2ds = O(e *7), quando T — o0. (3.48)

Pelas equagoes (3.47) e (3.48), tem-se

“+oo
—27P0 — PO —
e T / e 2" 4o = O(e™*7), quando T — 0.

oo

o que é um absurdo pois,

do — oo, quando T — o0.

—_9rP0 [+00 —2|a|Po +o0
= f—oo € do — GQ(ETTPO)/ 672\0\"0

6—257 o

Assim 0 € S(v), e portanto 0 € S(u). Por outro lado, se ¢;(s) = (is/n)% para j € {1,2,...,n}
o resultado segue do Lema 3.0.3. O
Demonstragao do Teorema 3.0.2

Como I' é uma fungao invertivel e I'(0) = 0, temos que I" ndo muda de sinal em (—o0,0).
Logo, para o caso que I'(t) > 0 em (—o00,0) escolhemos ¢;(s) =i (is/n)% para j € {1,2,...,n}.
Neste caso o Teorema segue pelos Lemas 3.0.4,3.0.5 e 3.0.6.

Por outro lado, se I'(t) < 0 em (—o0,0) escolhemos ¢;(s) = (is/n)? para j € {1,2,...,n}. Dai,

o resultado segue pelos Lemas 3.0.1,3.0.2 e 3.0.6. O

Observagao 3.0.2 Para o caso kg = 0 as fungoes de fase (2.14) e (2.47) geram familias de
solugoes, dependendo de um parametro, para as equagoes de fase (2.3) e (2.4) respectivamente.
Tal parametro esta relacionado por uma multiplicacao com as varidveis temporal e espacial,
veja equagoes (3.2) e (3.26), tal propriedade permite estender o Teorema 1.0.1, ver Teoremas
3.0.1 e 3.0.2.

Por outro lado, se ko > 0 as funcgoes de fase obtidas nos Lemas 2.1.3, 2.1.4 e 2.1.8 geram
familias de solugoes dependentes de um parametro, porém o parametro nao fica relacionado por
uma multiplicagao com as variaveis temporal e espacial, logo nao é possivel aplicar a técnica
usada acima para construir exemplos de nao unicidade.

Finalmente no caso de fungoes multiplicativamente separdveis obtidas nos Lemas 2.2.1
e 2.2.2 nao € possivel construir familias de solugoes dependentes de um parametro para as

equacoes de fase. Assim, neste caso nao consequimos estender o Teorema 1.0.1.
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